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ВЕРОЯТНОСТНАЯ МОДЕЛЬ МИКРОВОЛНОВОГО  
МАГНИТНОГО РЕЗОНАНСА В 3D-МАГНИТНЫХ  
НАНОКОМПОЗИТАХ ИЗ ОПАЛОВЫХ МАТРИЦ1 

 
Аннотация. Впервые построена вероятностная электродинамическая модель 
микроволнового ферромагнитного резонанса (ФМР) в 3D-магнитных нано-
композитах из опаловых матриц в предположении, что магнитное поле ФМР 

rH  (каждой из магнитных наночастиц, находящихся в межсферной полости 

опаловой матрицы) является случайной величиной с распределением по нор-
мальному закону. Для имитации случайной величины rH  используется гене-

ратор случайных чисел. Получены результаты расчета математического ожи-

дания случайных величин Re  , Im  , Re a
 , Im a

  (действительной и 

мнимой частей диагональной   и недиагональной 
  компонент тензора 

эффективной магнитной проницаемости магнитного 3D-нанокомпозита на ос-
нове опаловой матрицы, содержащего наночастицы Ni0.7Zn0.3Fe2O4) на частоте 
f = 26 ГГц в зависимости от постоянного магнитного поля H0 при различных 
значениях параметра диссипации   магнитных наночастиц и среднеквадрати-
ческого отклонения   случайной величины rH , определяемых типом струк-

турного упорядочения 3D-нанокомпозита.  

Ключевые слова: вероятностная модель, магнитный 3D-нанокомпозит, ферро-
магнитного резонанса, опаловая матрица.  
 
Abstract. The authors have developed a unique probabilistic model of microwave 
ferromagnetic resonance (FMR) in 3D magnetic opal nanocomposites taking into 
account normal distribution of a random value rH  of FMR magnetic field of nano-

particles. To simulate the random value  rH  the researchers use a random-number 

generator. The bias field dependences of the expectation values of random values 

Re  , Im  , Re a
 , Im a

  (the real and imaginary parts of complex diagonal 

  and off-diagonal 
  components of the effective permeability tensor for the 3D 

Ni0.7Zn0.3Fe2O4 ) particles-containing opal nanocomposites were obtained at a fre-
quency f = 26 GHz for different values of damping parameter α of magnetic nano-
particles and the standard deviation   of the random value Hr of the FMR magnetic 
field, determined by strucrure types of nanocomposites. 

Key words: probabilistic model, 3D-magnetic nanocomposite, ferromagnetic reso-
nance, opal matrix.  

Введение 

При исследовании 3D-магнитных нанокомпозитов из опаловых матриц 
получен целый ряд теоретических и экспериментальных результатов на осно-
ве волноводных и резонансных измерений микроволнового ферромагнитного 
резонанса (ФМР) [1].  
                                                           

1 Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, 
грант № 12-02-97025-р_поволжье_а.  
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Магнитные и микроволновые свойства наночастиц существенно отли-
чаются от свойств массивного материала. Для них, в частности, характерно 
влияние вклада поверхности наночастиц в магнитную анизотропию, процес-
сы суперпарамагнитной релаксации [2, 3]. Микроволновые свойства наноча-
стиц, так же как и магнитные, зависят от размера частиц [4]: с уменьшением 
размера частиц намагниченность насыщения уменьшается, а остаточная 
намагниченность и коэрцитивная сила возрастают [4]. Характеристики линии 
ФМР, такие как значение поля резонанса, ширина и форма линии, зависят от 
размера наночастиц [5]. Наличие поверхностной анизотропии вызывает сме-
щение резонансной частоты (резонансного поля) [6]. Величина и знак смеще-
ния резонансного поля зависят от ориентации оси наночастицы относительно 
внешнего постоянного резонансного поля [6].  

Микроволновые магнитные свойства ансамблей наночастиц имеют 
определенную специфику [7, 8] и зависят от способа их получения и струк-
турного состояния. Особенности магнитных свойств ансамбля магнитных ча-
стиц объясняются взаимодействиями в ансамбле, одной из причин коллек-
тивного поведения системы однодоменных магнитных частиц является их 
дипольное взаимодействие. 

В реальных магнитных нанокомпозитах в межсферических пустотах 
опаловой матрицы магнитные наночастицы имеют геометрические формы, 
отличные от сфер. Частицы введенных в межсферические пустоты опаловой 
матрицы магнитных фаз имеют поликристаллическую структуру и характе-
ризуются неправильной формой с размерами от 5 до 70 нм [1]. Магнитные 
фазы нанокомпозита состоят из частиц ферримагнетика и суперпарамагнит-
ных частиц.  

Магнитный нанокомпозит состоит из множества случайным образом 
ориентированных частиц, различающихся величиной и формой, т.е. пред-
ставляет собой неоднородную и довольно сложную магнитную систему, по-
этому ФМР в такой системе заметно отличается от резонанса в монокристал-
лах. Резонансные спектры ФМР (т.е. зависимости поглощения от поля) ха-
рактеризуются следующими особенностями: резонансные линии имеют 
большую ширину, резонансное значение поля смещено относительно его ве-
личины в монокристаллах. 

Причины этих особенностей следует искать в магнитной анизотропии и 
внутренних размагничивающих полях, которые вследствие различной ориен-
тации осей частиц по отношению к внутреннему магнитному полю приводят 
к пространственной неоднородности свободной энергии. Частота ФМР от-
дельно взятой магнитной частицы зависит от ее геометрической формы, раз-
мера и может существенно изменяться от частицы к частице. 

В итоге каждая частица имеет свою частоту ФМР. Кроме того, следует 
учитывать дипольное взаимодействие магнитных моментов отдельных ча-
стиц, которое превращает магнитный нанокомпозит в систему из большого 
числа связанных резонаторов. Ширина резонансной кривой магнитного нано-
композита в целом будет определяться суммарными резонансными кривыми 
магнитных наночастиц и их магнитными потерями. При этом задача нахож-
дения резонансных спектров становится весьма сложной.  

Для анализа эффективных электромагнитных параметров 3D-магнит-
ных нанокомпозитов из опаловых матриц в целом и для изучения свойств от-
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дельных магнитных наночастиц необходимы вероятностные теоретические 
модели, обеспечивающие адекватную интерпретацию измерений.  

1. Детерминированная электродинамическая модель 

На рис. 1 показана модель магнитного 3D-нанокомпозита на основе 
опаловой матрицы из диэлектрических SiO2 наносфер, который рассматрива-
ем как квазипериодическую 3D-наноструктуру с геометрическими размерами 
ячейки , ,a b c . 
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Рис. 1. Модель магнитного 3D-нанокомпозита на основе опаловой матрицы:  
а – направление распространения волнового процесса;  

б – периодическая 3D-наноструктура и направление внешнего постоянного  

магнитного поля 0H


; в – моделирование ячейки периодической 3D-наноструктуры  

автономным блоком с каналами Флоке: 1 – диэлектрические SiO2  
наносферы, 2 – магнитные наночастицы 

 
Электродинамическая модель волновых процессов в магнитных  

3D-нанокомпозитах строится на основе декомпозиционного подхода [9]. Об-
ласть 3D-нанокомпозита на основе опаловой матрицы (рис. 1,б) расчленяется 
условными границами на подобласти – автономные блоки с каналами Флоке 
(ФАБ), содержащие диэлектрические SiO2 наносферы и внедренные в поло-
сти опаловой матрицы магнитные наночастицы (рис. 1,в). 

Построение модели магнитного 3D-нанокомпозита проводим поэтапно. 
На каждом из этапов считаем, что число N магнитных наночастиц сфериче-
ской геометрии одинакового диаметра d в октаэдрической полости опаловой 
матрицы различно (N = 1...5), считая фактор заполнения полости магнитным 
компонентом постоянной величиной. При этом диаметры d магнитных нано-
частиц подбираются так, что суммарный объем заполнения полости магнит-
ным компонентом во всех случаях остается одинаковым. 

Введем тензор эффективной магнитной проницаемости магнитного  
3D-нанокомпозита, который является тензором второго ранга:  
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и эффективную диэлектрическую проницаемость  , являющуюся скалярной 
величиной.  

В этом случае компоненты  , 
 , z

  тензора эффективной магнит-

ной проницаемости (1) и эффективная диэлектрическая проницаемость   
определяются из решения системы уравнений: 
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где 
 , 

  – постоянные распространения продольных правополяризован-

ной и левополяризованной волн, распространяющихся в неограниченной ги-
ромагнитной среде в направлении постоянного поля подмагничивания 

0 0 0H H z
 

;  ,   – постоянные распространения поперечных обыкновен-

ной и необыкновенной волн, распространяющихся в направлении, перпенди-

кулярном полю подмагничивания 0 0 0H H x
 

; 1z   [10]. 

Система уравнений (2) относительно неизвестных  , a ,   (парамет-

ров сплошной гиромагнитной среды) является совместной, т.е., как известно 
[10], имеет решение, притом единственное. В этом случае искомые значения 

трех неизвестных  , a ,   можно определить из аналитического решения 

уравнений (2), отбросив одно из уравнений, например уравнение (2в) (при 
этом единственность решения не нарушается). Для магнитного нанокомпози-

та вводим эффективные электромагнитные параметры  , 
 ,  . Тогда для 

рассматриваемого случая система уравнений (2) является квазисовместной 

относительно неизвестных  , 
 ,  .  

Квазисовместная система уравнений (2) имеет решение относительно 
 , 

 ,  , если выполняется условие 
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В этом случае значения  , 
 ,   определяются из (2) следующим 

образом:  
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где 0 0 0k     . 

Значения  , 
 ,  , определенные из решения квазисовместной си-

стемы уравнений (2), будут лишь с некоторой точностью удовлетворять 
условию (3).  

На рис. 2 представлены результаты расчета относительной погрешно-

сти   (%) совместной выполнимости условия (3) для 
 , 

 ,  , 
  (не-

вязки квазисовместной системы уравнений (2)) в зависимости от относитель-

ной величины отн 0
0

r

r

H H
H

H


 , где 0H  – напряженность внешнего постоян-

ного магнитного поля, rH  – магнитное поле ферромагнитного резонанса. 
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Рис. 2. Относительная погрешность определения эффективных  

электромагнитных параметров  , 
 ,   при изменении 

 , 
 ,  , 

   

в зависимости от относительной величины отн
0H  

 
По этой точности можно судить о степени правомерности введения 

предлагаемой модели расчета эффективных электромагнитных параметров 
 , 

 ,   для 3D-магнитного нанокомпозита – наноструктурированной ги-

ромагнитной среды как квазисплошной.  
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На основе развитой методики из характеристического уравнения [11] 

рассчитаны постоянные распространения продольных 
 , 

  и поперечных 

 ,   волн (нулевой пространственной гармоники 0   ), и в результате 

решения системы уравнений (2) относительно неизвестных  , 
 , 1

  по-

лучены комплексные значения эффективных электромагнитных параметров – 

компонент  , 
 , тензора эффективной магнитной проницаемости 1

 , 

2
  и эффективной диэлектрической проницаемости  . 

На рис. 3 показаны результаты математического расчета зависимости 

действительной части Re   диагональной   компоненты тензора эффек-

тивной магнитной проницаемости 3D-магнитного нанокомпозита на основе 

опаловой матрицы от относительной величины отн 0
0

r

r

H H
H

H


  постоянного 

магнитного поля на частоте f = 26 ГГц ( 9180ЭrH  ). 

Кривые 1–4 на рис. 3 получены при различном числе N учитываемых 
в модели магнитных наночастиц сферической геометрии диаметра d, при 
этом фактор заполнения полости опаловой матрицы считается постоянной 
величиной. 
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Рис. 3. Расчетные зависимости действительной части Re   диагональной  

компоненты 1
  тензора эффективной магнитной проницаемости 3D-нанокомпозита  

на основе опаловой матрицы от относительной величины отн
0H   

постоянного магнитного поля при различном числе N учитываемых в модели  
магнитных наночастиц: f = 26 ГГц; SiO2 наносферы; магнитные наночастицы  

Ni0,7Zn0,3Fe2O4; кривые: 1 – N = 1, d = 50 нм; 2 – N = 3, d = 35 нм;  
3 – N = 4, d = 31 нм; 4 – N = 5, d = 29 нм  
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Магнитный 3D-нанокомпозит на основе опаловой матрицы из диэлек-
трических наносфер 2SiO  (радиус наносфер 100 нм,r   относительные ком-

плексная диэлектрическая и магнитная проницаемости 44,6 4 10    , 

1  ) в модели октаэдрические межсферные полости (рис. 1,в) заполнены N 
магнитными наночастицами; материал наночастиц Ni0.7Zn0.3Fe2O4 (намагни-
ченность насыщения 4 5000 ГсSM  , константа обменного взаимодействия 

9 2
0 2,2 10 Э смq     , параметр диссипации 0,08  , комплексная диэлек-

трическая проницаемость 9,5 0,3i   ).  
Как показывает анализ результатов (рис. 3), при увеличении числа  

N = 1–5 учитываемых в модели магнитных наносфер с уменьшением их гео-
метрических размеров (d = 50–29 нм) и сокращении расстояния между ними 
до длины обменного взаимодействия последнее начинает играть доминиру-
ющую роль и эффективная магнитная проницаемость нанокомпозита возрас-
тает (кривые 3, 4).  

На рис. 4 показаны результаты расчета зависимостей действительной и 

мнимой частей диагональной   и недиагональной 
  компонент тензора 

эффективной магнитной проницаемости магнитного 3D-нанокомпозита от 
относительной величины напряженности внешнего постоянного магнитного 

поля отн 0
0

r

r

H H
H

H


 , где для сравнения приведены также эксперименталь-

ные зависимости [12]. Параметры нанокомпозита те же, что и на рис. 3, число 
учитываемых в модели магнитных наночастиц N = 5.  

Эффективная диэлектрическая проницаемость магнитного нанокомпо-
зита практически не изменяется и имеет значение, равное 4,87 0,03i   .  

Наилучшее совпадение результатов моделирования с экспериментом 
наблюдается в модели, учитывающей наибольшее из рассмотренных число 
магнитных наночастиц N = 5 с минимальным диаметром (d = 29 нм). 

2. Вероятностная модель и результаты расчета компонентов  
тензора эффективной магнитной проницаемости 

Теории ФМР в ультрадисперсных средах [14–17] могут быть разделены 
на две различные группы. 

Один подход использует предположение о том, что отдельные частицы 
можно рассматривать как независимые [14–16]. Влияние окружения проявля-
ется только глобально, посредством определенной модификации индивиду-
альных резонансных условий частицы. Кривая резонансного поглощения си-
стемы определяется как суперпозиция резонансных кривых отдельных ча-
стиц. Такой подход, очевидно, оправдан только тогда, когда дипольное взаи-
модействие между магнитными моментами сравнительно слабо. 

Альтернативными являются теории [17], где весь образец рассматрива-
ется как единая система. Они применяются в тех случаях, когда дипольное 
взаимодействие между частицами очень сильно и преодолевает анизотропию. 
Прецессия возникает сразу во всем образце (отдельные осцилляторы синхро-
низируются вследствие сильной связи). Магнитная анизотропия, точнее ее 
вариации от частицы к частице, представляет собой возмущение для такого 
коллективного прецессионного движения и приводит к тому, что первона-
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чально однородная прецессия превращается в неоднородную магнитостати-
ческую прецессию [17]. Поскольку эта ситуация характерна для концентри-
рованных ультрадисперсных систем, имеет смысл ограничиться в нашей мо-
дели первым представлением, при котором возможно говорить об индивиду-
альном резонансе в каждой частице. 
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 – расчет (детерминированная модель),  – эксперимент [12] 

Рис. 4. Зависимости действительной и мнимой частей диагональной   

и недиагональной 
  компонент тензора эффективной магнитной проницаемости 

магнитного 3D-нанокомпозита на основе опаловой матрицы, содержащего  
магнитные наночастицы Ni0,7Zn0,3Fe2O4, от относительной величины  

постоянного магнитного поля отн
0H : f = 26 ГГц, N = 5, d = 29нм  
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Вероятностная модель для определения эффективных значений пара-
метров тензора магнитной проницаемости 3D-нанокомпозита, так же как и 
детерминированная электродинамическая модель, строится на уровне от-
дельно взятой ячейки периодической структуры.  

Вероятностную модель микроволнового ФМР в магнитных 3D-нано-
композитах создаем следующим образом. Полагаем, что магнитное поле 
ФМР rH  каждой из магнитных наночастиц, находящихся в межсферной по-
лости ФАБ (рис. 1,в), является случайной величиной. Будем считать, что слу-
чайная величина rH  распределена по нормальному закону [13]:  

0 2

2

( )1
( ) exp ,

2 2
r r

r
H H

f H
   
    

 

где ( )rf H  – плотность вероятности; 0
rH  – математическое ожидание слу-

чайной величины rH ;   – среднеквадратическое отклонение.  
Вероятностная модель является имитационной. Используем генератор 

случайных чисел, распределенных по нормальному закону, для имитации 
случайной величины rH  (резонансного магнитного поля rH  каждой из маг-
нитных наночастиц в полости). Для того чтобы определить реализации слу-
чайных функций, в вероятностной модели учитываем распределение случай-
ной величины rH , полученное из имитации.  

На первом этапе, используя детерминированную электродинамическую 

модель, определяем компоненты  , 
  тензора эффективной магнитной 

проницаемости и диэлектрической проницаемости   3D-магнитного нано-
композита как функции внешнего постоянного магнитного поля.  

На втором этапе в вероятностной модели определяем реализации слу-

чайных функций  ( rH ), 
  ( rH ), учитывая нормальное распределение 

случайной величины rH , полученное из имитации. Затем по реализациям 

случайных функций  ( rH ), 
  ( rH ) определяем математические ожида-

ния [13] случайных величин  , 
 . 

На рис. 5 показаны результаты расчета значений математического ожи-

дания случайных величин Re  , Im  , Re 
 , Im 

  (действительной и 

мнимой частей диагональной   и недиагональной 
  компонент тензора 

эффективной магнитной проницаемости магнитного 3D-нанокомпозита) от 
внешнего постоянного магнитного поля H0 при различных значениях   (па-
раметр диссипации магнитных наночастиц) и   (среднеквадратическое от-
клонение) случайной величины rH  (магнитное поле ФМР наночастиц), 
определяемых типом структурного упорядочения 3D-нанокомпозита.  

Вероятностная модель построена на базе детерминированной модели 
(параметры 3D-нанокомпозита на основе опаловой матрицы, содержащего 
наночастицы Ni0,7Zn0,3Fe2O4, те же, что и на рис. 3), число учитываемых в мо-
дели магнитных наночастиц N = 4 (d = 31нм).  
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 – расчет (вероятностная модель),  – эксперимент [12] 

Рис. 5. Зависимости действительной и мнимой частей диагональной    

и недиагональной 
  компонент тензора эффективной магнитной проницаемости  

магнитного 3D-нанокомпозита на основе опаловой матрицы, содержащего  
наночастицы Ni0,7Zn0,3Fe2O4, от постоянного магнитного поля: f = 26 ГГц,  

N = 4 (d = 31нм); кривые: 1 – 0,08  , 0 9180ЭrH  , 0  ; 2 – 0,05  ,  
0 9230 ЭrH  , 535 Э  ; 3 – 0,03  , 0 9250 ЭrH  , 722 Э  ;  

4 – 0,006  , 0 9270 ЭrH  , 895 Э    
 
Расчетные характеристики ФМР, такие как значение поля резонанса, 

ширина и форма резонансных кривых (рис. 5, кривые 1–4) для всех вышепе-
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речисленных случаев расчетных параметров ( = 0,08; 0,05; 0,03; 0,06 и  
= 0, 535, 722, 893 Э, соответственно) в достаточной мере согласуются  
с экспериментом [12]. Однако физические явления, приводящие к такому ре-
зультату, различны и зависят от структуры магнитных нанокомпозитов. 

В первом случае (кривая 1 на рис. 5) ширина кривой ФМР обусловлена 
только достаточно большими магнитными потерями каждой из наночастиц 
 = 0,08 (при этом = 0). В других случаях (кривые 2–4 на рис. 5) ширина 
кривых ФМР определяется как магнитными потерями   наночастиц, так и 
среднеквадратическим отклонением  .  

Вдали от ФМР ( 0
0 rH H ) значения математического ожидания слу-

чайных величин Im  , Im 
  (мнимой части диагональной   и недиаго-

нальной 
  компонент тензора эффективной магнитной проницаемости, 

определяющих магнитные потери нанокомпозита) (кривые 1–4 на рис. 6) су-
щественно отличаются. Наименьшие магнитные потери имеет нанокомпозит 

со структурой 0,006  , 0 9270ЭrH  , 895Э   (кривая 4), наибольшие по-

тери – со структурой 0,08  , 0 9180ЭrH  , 0   (кривая 1). Значения от-

личаются почти на порядок.  
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Рис. 6. Магнитные потери 3D-нанокомпозитов с различным типом структурного  
упорядочения в зависимости от постоянного магнитного поля вдали от ФМР:  

f = 26 ГГц, N = 4 (d = 31 нм); кривые: 1 – 0,08  , 0 9180 ЭrH  , 0  ;  

2 – 0,05  , 0 9230 ЭrH  , 535 Э  ; 3 – 0,03  , 0 9250 ЭrH  , 722 Э  ;  

4 – 0,006  , 0 9270 ЭrH  , 895 Э   

 
Идентифицировать структуру экспериментально полученного магнит-

ного нанокомпозита можно по магнитным потерям вдали от ФМР (рис. 6).  
В работе [12] такие данные отсутствуют, поэтому трудно судить о структуре 
магнитного нанокомпозита, полученного экспериментально.  
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Заключение 

Впервые предложена вероятностная математическая модель, описыва-
ющая явление ФМР в 3D-магнитных нанокомпозитах из опаловых матриц на 
электродинамическом уровне строгости. Модель позволяет в приближении 
эффективной среды рассчитать компоненты тензора эффективной магнитной 
проницаемости при различных значениях параметра диссипации, характери-
зующий магнитные потери наночастицы и среднеквадратического отклоне-
ния случайной величины магнитного поля ФМР наночастиц, зависящего от 
структуры магнитного нанокомпозита. 

Выбранная вероятностная модель ФМР в системе магнитных наночастиц 
в нанокомпозитах действительно оказалась достаточно реалистичной: с ее по-
мощью удается описать особенности микроволновых свойств 3D-магнит-
ных нанокомпозитов из опаловых матриц в области внешних магнитных 
полей, соответствующих условиям ФМР. Это дает основание надеяться, что 
полученные зависимости могут быть использованы в качестве ориентира  
и в исследованиях электродинамических процессов в реальных нанокомпо-
зитах.  

Предложенная вероятностная математическая модель явления ФМР  
в нанокомпозитах может быть использована для создания компьютерных ме-
тодов анализа микроволновых свойств новых композиционных магнитных 
материалов с различным типом структурного упорядочения при создании 
СВЧ-устройств. 
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